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提要
:

本文研究了椭 圆抛物面双曲扁壳在均匀外压作用下的非技性弹性稳定固超
。

文中指山不等曲率双

曲扁壳的局部失稳周界可砚为一椭圆 (等曲率时为一个圆 )
,

其半轴长之比 与壳面相应的 曲率开平方成反比 ;

文中用广义伽辽金变分方程求得了与能量法一致的桔果
,

提出了临界荷载的实用公式
,

并得到了模型献 墩 的

蔽实
。

前 言

稳定爵算是壳体拮构投静的重要依据
。

近二十余年来
,

各国力学工作者在用非线性理榆研究薄壳稳定

性方面作出了不少有价值的贡献 〔王~ 7 〕 ,

特别是在研究轴对称球壳的局部失稳方面提出了爵多有益的成果
。

椭圆抛物面双曲扁壳在均匀外压作用下的非线性稳定阴题
,

包括总体失稳与局部失稳两类
。

前者是壳

体的非线性强度固题
,

失稳时 出现翻面现象 ; 后者表示壳体失稳发生在薄膜区域
,

失稳时只局 部 发 生 凹

陷
。
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用伽辽金变分法求得了四边筒支双曲扁壳总体失稳的上下临界荷载〔 , 〕 。

德 国 H
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Shc
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m id t 〔 1 “ 〕作了八个铝制双曲扁壳的模型稳定献敏
,

献墩拮果良好
,

得出了壳体局部失稳临界荷载的实瀚公

式
,

但他对此未作理榆上的分析
。

北京大学数学力学系学生的一篇毕业湍文科
,

抬出了双曲扁壳局部失稳

的临界荷载公式
,

由于为了便于运算将失稳曲面视为矩形
,

所得拮果尚不够满意
。
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一般建筑工程中常用尺度的双曲扁 壳
,
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壳面荷载参数扩 二 2悬一
.

与壳顶挠度参 数 占一共三的关系如图 1 中的曲线 I
。
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曲线如图 1 中的曲线 I
,

点 C 为局部失稳临界荷载
。

壳体受荷后
,

壳顶挠度由。 沿曲线 I 上升到与 C 等高

的点 c
`

时
,

壳体局部失稳
,

发生突然凹陷 而 跳跃至 抑

C
,

故壳体总体失稳的上临荷裁 u 不会出现 ; 而且 气

愈大
,

U 愈高
,

U 与 C 相差愈大
。

因此
,

局部失稳是

毅爵中的控制因素
。

本文用非线性理输研究了椭圆抛物面双曲扁壳在

均匀外压作用下的局部失稳固题
。

文中用变位法将壳

面失稳区之位移
u , 。 ,

。 作未知函数
,

用广义伽辽

金变分方程求得与能量法一致的拮果
,

导出了壳体临

界荷载的实用公式
。

文末将模型献墩数据与相应的理

`下临柯幻

图 1

在研究过程中
,

曾得到本院王招华
、

夏敬滩
、

张长泰
、

李侠民等同志在静算工作上的帮助
。

鼓希文为北京大学数学力学系 1 9 63极学生唐军的毕业瀚文
,

希文髓目是
“
均匀外压作用下

,

不等曲率椭圆抛物

型双曲扁壳的弹性稳定性简题
” 。
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输解答作了比较和封输
。

扁壳非枝性稳定的基本微分方程

扁壳任一点的应力应变关系为 ( 图 1
.
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考虑非线性项时
,

应变与位移的关系式为 图 1
.
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壳面仅有法向荷载 q 作用时
,

扁壳的平衡条件归拮为
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区城
。

由于失徐区较小
,

在失稳前的薄膜内力值可近似取
〔“ ,

此之
一

千
,

玛小奈
,

s0 、 。
.

曲氏笙 乙几
. ,

( 1
.

1 9

式 ( 1
.

工6 ) “ ( 1
.

1 8 ) 分别简化为

一 4 一



( 1
.

20 )

、
!!!!11,l
!
!!1卜!!l
J
I!+!!Iee
于」

令
*

宁令
十

宁 黯
一 ( k

二十 、 户
餐

十

餐鲁
十

+

宁器令
十

宁器瓷
· 。

,

器
+

宁令
+

宁蒜
一 (k , 、 诚户

蛊
十

斋令
+

+

宁斋鲁
十

宁 斋磊
一。

,

(
k

: 十` , +

令
十 ·

令)斋
+ ( , 一 刁

磊 (斋
+

斋+)
+

(
“ , +

,
1

` ·
+

令
+

·

器 )斋小
; + * ; + ( *

二
+

· * 少

令
+

+ ( * , +
· * :

)

佘
+ 2· * ·*

小
一

器
“ 2劝 +

合(
“ ·

+ “ , +

令
+ ·

令)
·

·

(粤 )
’ 十

抓
k , *

,

. 器
+

·

令 ) (蛊 )
’ 十 (卜叻

瓷
·

x

斋斋
一」

淤
。

(音令
+

奇令 )
一 ”

·

对子不等曲率双曲扁壳 ( 气牛勺 )
,

壳体失稳曲面周界之水平投影将为一精圆 〔图 1
.

2 )
。

将 其 边界

近似视为嵌固〔 6 〕 ,

并将座标原点取在椭圆中心
,

别边界曲线方程为

(
_

1
.

2 1 )一一
沪

一
?

十
解
一
砂

式中 a 与 b 分别表示失稳曲面精圆在 二 及 夕

女面失毯伏寿

方向之半轴长
。

对于等曲率双曲扁壳 ( k : ~ 与 )
, a = b

,

式 ( 1
.

21 ) 退

化为圆

劣 2 + V Z = a 2
.

( 1
.

2 2 )

由于壳体系局部失稳
,

可不靛壳体实际边界对壳体失稳

的影响
,

所需考虑的边界条件为其失稳区的边界条件
,

当近

似取为嵌固时
,

边界条件为

/ 口功 \
_

“ `
二气 ~ 功

,

一气
-

百不 /
:

二 U
·

( 1
.

2 3 )

解式 ( 工
.

20 )
,

并使未知函数满足边界条件 ( 1
.

23 )
,

可以求出壳体的临界荷载 qc
r ,

但式 ( 1
.

20 ) 为非线性偏微

分方程粗
,

道接求解颇为困难
。

本文将采用广义伽辽金变分

方程及能量法来导出壳体临界荷载的实用公式
。

二
、

壳体失稳区位移面数的表达式

我俩近似地取壳面失稳区法向位移函数
,

/
_

x Z 梦 2 \
叨二 d t l 一 一 , 二一 一 一 ; 二甲 J

\ a ` D ` /
( 2

.

1 )

它满足边界条件
/ 夕功 、

叨
,

= 又
一

丽
一

夕
:

= ”
·

( 2
.

2 )

将式 ( 2
.

1 ) 代入式 ( 1
.

2 0 ) 前两式的切向力平衡方程求解
,

井使边界条件
u ,

= ” ; 二 0 得到满足
,

可得

壳面失稳区切向位移函数

一 5 一



·

止 (卜告
一

爷 ) (
Bl普

十 、
告

十马
器

十、 号娜扮群 + B
6

茶 )
,

一 (
, 一

苦
一

爷 ) (蜡
十。
子

十。
会

十。
斋

十 。豁
十 C

楞 )
.

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )

将式 ( 2
.

1 )
、

C i ( i二 1
,

2
-

( 2
.

3 ) 及 ( 2
.

4 ) 代入式 〔 .1 20 ) 前两式
,

利用比较系数的方法
,

得到确定系数 凡
,

,

6 )的代数方程粗

一

(告
十

景 )+lB 知
2十

淤
8 一

ha
,
+

瓷
几 -

一 !丝等当王
+

婴
十

蝶粉
王了

,

一

温
几 一 6

(渝
十

箫 )+aB 温助监竺、 一

今拱
。 一旦

粽
之+cs

十
户

粤耕
.

。幸竺豁鱼毕
十

签
十

州潞卫
十鱼擎兴

,

一

(器
十

漏 ) 、
一

异瓦+

畏、 镖帚2 、 一

今黔
御十匹城井q -

一竺竺岁翅
.

十

黑黔
十

哗温华
,

温+sB (命
十些橇哥丝 )+.B ha 兴c’+

主今尸
。 -

=

书豁
十

料潞尸
+

黑涂粤
,

蒜+4B (蒜樱黯丝 ) +0B 卫导影立+sB 号豁
、 +

今耕
吼 -

一

书鑫
+

嘿带卫
十些攫著笋丝

,

(答
一

磊 ) 、 黑拱凡十

兴拱
。 一摆黔

十军孺井
,

一

带+lB 带
B`一 (去

十

箭 )
c , +

告
c : +

裔
c : -

一 〔竺鉴
二竺

十卫
黔

.

十翌瓷井
·

],
一

恶斜
B Z一旦长若全命黑斜

、 一

忐`
一 6

(命
+

寄 ca)
十

十

蒜尔怨子
。里恐条竺

+

深
一 十

嘿带丝 十

嘿粉
2
,

一
里
黔

勺

+aB 卫笼斜
B一 (普

+

命 )
c : 一

瑟ics
+

器
c ; 十

粤暴之。
-

一

些玄井竺
十

考黔禅纂瑟华
,

( 2
。

5 )

、
1

1
!!!!!1
1
1
1…
!l

…
!11
11
1
1
1
1·11!

……1
1!!,!

一 6一



11!I! l!
l

!I!!11
2

镖黔 B’+ 四暴器丝s+ B蒜cs+ (赤洋旦纂矛丝 )几-

=
器黔

十竺髻器尸
十丝纂护立

i溉尸助旦长兴
B。十

蒜
c ` 十

(蒜月令韶 )cs+
卫长黔

c 。-

6A 4 2
.

3A 2夕
(1 一 , )

.

1 6 A 2
( 1 +

,
)

~

一了丁二 - 十 一一- 一一丁
二

一- - 十 - ~ -一下二了丁 - - - 。

a ` O O a , D , a , D ,

3 ( i +
,
) 。

.

/ 4 2 1 一 ,
\ 。 2 ( 1 一

,
) 。 4 8 A

2

~ 一竺下下一一
、 。 6十 t 一丁葺, 十 丁六二 1七 4十

-
气不二苍 -一 七 石 =

~ 一下石一
晰

“ U 协 \ D
`

a ` D . , / a ` D u D。

8左
2
( 1 一

*
)

十 -
~
一一万下言

.

一一
.

a ` D ”

令

A一 h三 B ; = B `h , C `二 C 、 h
,

二 K l飞 b = K 药
.

一 ` ’
2

, ’
..

’
~ ’

6 , ’

} ( 2
.

6 )

式中占为无量铜挠度参数 ; 、 为壳面失稳区无量铜轴长参数 ; 尤
1
与尤

,
为与曲率及壳厚有关的系数

,

其量

铜为长度
。

将式 ( 2
.

6 ) 代入 ( 2
.

5 )
,

整理后
,

得到无量铜代数方程粗

一

(
6 十
旦簧二 )瓦

·

海导
1 一

碱
一

会
1·

碱
+

会
工
一 )己一

)
一 〔

4 K I
( k

,

一
, ) ;叮·

斗 (晋
十旦丝卫餐箭丝 ) ]

,

…
一

(+20 孕参
全 )属

一

赘
`
户

,`一` ·

蓄
` 1一 ,`

一 “ 1· 。

会巍
·

…
+ 2 ( , 十

,
)

会; 一
,
( k

`

一
, )参刀·

导 (臀
一

些簧丝 )
,

…
(
4 2

逻号 )反一
( 1一 )

鄂
一 ( 1一 )

会成
一

导 (晋
十些鱼耀

二丝 )
,

…
一属

一

(
6

嘿孚
丝 )属一瓦一

( 1一 )

令
一 ( 1一 )

会武一
( 1一 )

会己…
、 。 ( 1 十 ,

)

邻
一 4K I

( k
:

一
夕 )。 ·

导 (令臀
一

臀 ), …
斌

·

(+40 生竺警爹
丝

-

)̀ 一
( 1一 。

令一
( l二 )

刽
一 ( 1二 )

邻
一

…
一

刹黔臀
一 一

精
1 )

,

…
碱

·

沁
三竺警誉丝 )如+(1 侩翻

0(1 、 刽
一

…
一

斗 (晋
十

臀
一

守 )
,

{
、 2

.

7 )

一 ( 1一 )

会、 · ( 1一 )

会属
一

(
6

产里攫箭丝
一

)武一成
· ( 1一 )

普属
一

…
一 [

4二 2
( ;

, + · * `
) ;刃+

牛 (尝
+

丛贵丝
.

) ]
,

一 2 ( , +
·
)

会毓
2 ( 1 + 叻

会属
一

(+20 竺
等丝 )武

一 ` , 一习

暑巍
十 20粼
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十 2 ( , 一 。

粼
一 4K

竺`
, “ 户淤牛 (臀

十 `

些
兰州典二丝

~

、
K笙 /

K孟3 (, +
,
)

李瓦+(
4 2十
且乓井生 、武+ : ( , 一

,
)

器成
几 1 \ 八 1 /

’

八反

罗 / 4 8 h
.

8尺必 ( 1一
,
) 、

=

—
【 - ; 二一 十 一一 - 一: 二二 - - - 一 J

刀 \ 瓜 2 八宝 /

一 3 ( , 十 ,.)

会属
一 3 ( , 十劝

邻
十 6 ( , 十刁

部
一 6成

一

(
。 十些锡华 )粼

十 1

舟
6`工一心

粼
一
4K

2`
, #.k

·

姗荆尝
十

瞥
~

一

圣旦
曝巴 )

,

K
。

}
_ _

K
,

罗 少 /

1 2 ( 1 + , )
甲

二厂̀ 巧 + 6 ( 1 + , )
,

飞; 二场 + 2 0叭 + t 4 U十
几 1 几 1 ` \

1 2 尺聋( i
一 ,

)

K今
)粼

“ ` 1 一约

邵
-

占空 / 6 4 h
.

4 8 K
, h 1 6 ,从 h \

= 不- 又
~

又丁十丁元亨
一 一

- 又亨下 /
’

尤
勺

川
_

K
。
全 少 /

_

5 ( 1 + 尹 )一二 = 执 + 1 0 ( 1+ 少 )一二舟姚 + 1匹
,

` + 吃 6 十
几 i 八 i 、

1 5 尺盆( i 一
,
)

K了 )氏

罗 / 16 h
.

4 0 K娇 8
, K必 、

-

—
`

~ 于二 - 十 一二丁石一 一 一下二石一 )
。

刃 \ 八 2 八了 八了 /

三
、

用广义伽过金变分法针算树时抛物面双曲篇亮的德定性

我俏抬出扁壳非线性稳定的势能变分原理
,

定义泛函

一

汀 {夸 l (令 )
’ 十

(令 )
’ 十 ,
令令

+
2(1

一

《 瓷 )
’

〕
+

E h 「 / a u
,

.

1 / a叨 、 , \ ,
.

/ 加
, .

1 / 口叨 、 空 、 ,
.

十云不下 S L又
-

百犷 一 “
声十万又

州

污万
勺

/ / 十 又
~

万乡
一 一 “

J,w 十万 \下乡
一 / / 十

介如
十沙又

.月 .

百王
一 一 “声月

a叨 a叨 \ ? 1

十一 , 护 ,
~ 气二 -

月

1 1
口留 O梦 / J

_ _
/ a u a

,

+ S 。 《
一

+ 杀止``
一 \ 即

`

a毖

厂
.

鲤
~

、 卫

\ 口劣 / ) (会
_

1 / a。 、 2 、 1 一 *
/ a u

一 丸 , ,

叨 十
.

了飞一 不一
~

1 1十 一二一 飞 - 育 , 十
产 Z \ 口夕 / / Z \ 口 y

一 k2
二

严+

+ r 忿「月
兰

L d留

1
一 凡 尤望习十二

~

乙
(会 )

’

〕
+ 二 「 a砂

,

1 / a二 \

l

—
一 忿 。

叨十 二
~ ` - 二一 )

L 口犷
J Z \ 口V / }

十

a幼 a叨 \ )
一 2 凡

x ”
叨十 , 丁卜 气 ; -一 )一 q幼 佘 a 戈 a y 一

` U苏 U y / )

一

J 孙
。` : 一

丁 于
, : 二:

d卜 了 (取双斋
十瓦会 >

。 ds +

丁瓦斋
ds

·

` 3
·

` ,

U仍

式中代号 , , ,

表示壳体失稳区城边界之法向及切向座标
。

C : 二 、

C人
, 、

c R , 、
c 二为应力边界 ;

双
、

瓦
、 、

凡
、

M
。
为相应边界上抬定的应力值

,

可表示为

在 C 二 。

上

( 3
,
2 )

!11
.

1夕

T 。 = 少挤
? 十 2 5 1仇+ T y 拼 2 “ T 。 ,

T 。 ,

= ( T 少 一 T :

) l脚 + S ( l
, 一 二空) = T 二: ,

_ 一 a
、 一

,R” = 龟
,

十 气于一M
, 、

一 R
, .

a
,
一

” ,

一一 ”

M
。
二习

x

l
? + 浏

: 少 l功 + 从 少嫩 2 = 卫
二

.

上上在 场。

在 C 双。

在 C , 上
,

式中

在扁壳稳定固题中
,

( 3
.

1 ) 作变分
,

并令

Z二咖 (行
, 翔 )

,

式 ( 3
.

1 ) 之积分限作为 变量处理
,

切 = OsC ( .
,
V )

.

( 3
.

3 )

失稳区域不变的 情况可视为 其特例
。

对式

占I = O ( 3
.

4 )

一 8 一
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.

a Z叨
.
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勺
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百石
一

又
“ ` 十“ 十

~

石诬了 十
户
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.

沪叨
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.
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一
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+

令
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-
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斋 (
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一 主云子! “ 鲁

十 T ;令
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-

一
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+

宁令
十
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(k
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:
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餐
-

一 ` 1一 ,杨蛊
一 ( 1 一

ha 鲁
+

鲁鲁
十

号粤令
十
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·

(
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餐
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一

今 U [令
十

宁 器
+

宁 黯一备
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一
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十
勾斋

一 ( , 一以杨会
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ha 鲁
十

鲁令
十

丫斋器
十

·

宁鲁磊 s(J 一箫
。

)
“二匆 ·

彩
“二 T·

器
· , 哪

鲁
· , “会

·

二”
,

餐 )
“叨 J卜
美

/
· ”

(餐 )
` , 十

美
。

` ,二
T “’ ”二“ ,

+

轰
:

( T 一 + r “
:

”
“ ·

“ +

十

了 ( T 。 十 T三
一 云

。

)“
。
J

,
+
丁 ( T

。 ,

+ T盒
: 一

瓦
s

) ,
u ,
d : +

丁卜
+ ( T

。
+ T : )
尝

+

c r 路

+ ( T
。 ,

+ T兄
,
)鲁

一

瓦
一

瓦器
一

瓦鲁 ]而
ds 一

户
“ 一丽砂

鲁
“ -

。 仍

一

丁了(
T 昙k

:
+ T ; k

, + k2
· y S O+ 。 , ” “ “ d , + , = 0

·

( 3
·

5 )

式中 c 。 、

味
、

c u 。 、

c,.
.

表示位移边界
, , 为晏分时将积分限作变限处理出砚的项

,
, 的形式可参看 (3

.

10 b)

式
。

我们研究椭圆抛物面双曲扁壳的局部失稳
,

壳体失稳曲面周界的水平投影为一椭闻 a( 二K : :
,

b二 K ,
叻

,

失稳区域之边界为位移边界
, “川 = 0 ,

气与 k , 均为常量
,

失稳前壳体之薄膜内力如式 ( 1
.

均 ) 所示
。

于是
,

式 ( 3
.

5 ) 筒化为
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。
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I

C
。

C
,

C
`

一
, 左

,

入 1 《 一子
- + 二咬, + 一 ; 二 , + 一二叹一 +

4 一 \ 0 乙U 0 U 4 匕

B
,

B
二

B
。 \ 1

_

岁 少
_

+ 弃井
-

+ 畏冬+ 于妥
.

) l + 几 ( B 、 ,
C : )

.

4 8
’

1 2 0
’

2 4 0 / J

沪、 产

几
1 2 0

_ 兰 k
.

K
。

4 了

产、 产 了汽以

/ B I B
。

t
,

一丁
~ -

+
-
丁二一

\ O 艺U

马
60

( 4
.

6 )

式中 I 。 ( B , ,

C i ) 为仅与B i ,

势能为极小时
,

有

q 项有关的势能
,

为节省篇幅
,

其表达式从略
。

一工7一



0
,

` 二 1
,

2
,

… …
,

6 )

( 4
.

7 )

( 4
.

8 )

式 ( 4
.

7 ) 抬出方程

/
、

1
q , = t 甲 1 ~ 了万ee

\
.

刀 “

+ 叨
2

飞犷
十 , : + , , )

k ,
y” ,

( 4
.

9 )

一九俨十必砖
2 + 汽 = 0

,

它们与用广义伽辽金变分方程求得的精果一致
。

( 4
.

1 0 )

式 ( 4
.

8 ) 抬山B : 、

吼之线性代数方程粗
,

不难靓明
,

它俩只是式 ( 3
.

15 ) 的线性粗合
,

故二 者的解

相同
。

五
、

双曲浦壳临界荷裁的舒算及实用针算公式

抬定不同的系数比K l /从
,

由式 ( 3
.

11 ) 及 ( 3
.

12 ) 可求出不同的临界荷载
。

令

一

些上 _ 了上匕 、 ”

K : \ 丸戈 /

抬 , 以一系列不同的值 ( 0 < 、 ( 1 )
,

分别由式 ( 3
.

n ) 及 〔 3
.

12 ) 求出相应的临界荷载嵘
, 。

桔果表

明
, ” 一

十
时的壳体“ 界荷` 取、

、
值

,

这表明粼
“

·

13 , 的关` 是正确的
,

郎壳体失“ 区` 半 , 长之

比系与相应海曲率开平方成反比
。

图 5
` 工列出了不同 二值时的 广 一 。曲钱 ; 图 5

.

2为 蝶
` 。

一 , 曲线
。

宁知 .

穿氛沉
, 心

一。

刃口

图 5
,

1

态夕 叙夕
一

若

图 5
.

2

下面我们来推导椭圆抛物面双曲扁壳在均匀外压作用下啧界荷载的夹用公式
。

因? `与必 ,均只与曲率比有关
,

由式 ( 3
.

33 ) 可知
,

壳体临界荷载公式可表示为

qcr 一
c0( 奇) kE/ 产

式中
c0( 奇)

” ” “ ” ` 比“ 关 ” ` 数
。

( 5
.

1 )

实用上
,

不等曲率双曲扁壳的曲率比一般符合
k

。 _

, 尸二一

兹 2
R

。 。

少

( 5
。
2 )

一 1 8一



我护,取 ( xk /k y ) = 1
.

0
,

1
.

2 5
,

1
.

5 0
,

1
.

7 5
,

为筒单静
,

取壳体的泊松系数
,
为零

,

2
.

0 等五种情况
,
爵算壳体的临界荷裁

。

这对锅筋混凝土壳体是足够精确的
。

确定曲率比值后
,

由方程 ( 3
.

15 )

算
,

利用式 ( 3
.

1 6 ) 及 ( 3
.

17 ) 求得气
,

沪 一 ;及广 一 ;的关系式
:

可解出B :与q
,

但为了方便
,

我俩拾定 气及屯

b芝
, c ; , e

二值
,

代入式 ( 3
.

3 3 ) 及 ( 3
.

3 7 )
,

以具体 数值 进行运

得到不同曲率比时

k
.

1 )
~ 、 , 一~ 1

.

0时
尺 一

了

、

,
护

3.

一ó
护、̀

、 ..

1,,
1

jl!
夕

: 卫 = 杯 1
.

1 7 3 5 ; “ + 5
.

7 1 3 4
,

`鱼迈些竺型
竺

丝矍全兰
\ V l

,

1 7 3 5三
么

+ 5
。

7 1 3 4

+ 0
.

4 6 66 7 杯1
.

1 7 3 5奎卫 + 5
.

7 1 3 4 一

一 、 、
5 `

)
“ , “ 竺 ;

k
,

( 2 )
一

下丁= 1
·

2 5盯
,

少

乒喘
: 2二杯 1

.

, 7 1 7 8奎, + 5
.

6 9 6 7 9

q 份二 f卫型塑业土些里丝兰
\ 丫 1

.

1 7 1 7 8石
2 十 5

.

6日6 7匀

+ 0
.

4 7 6 s a 杯五
.

五肠碗至干瓦6 9 6而
一 、

.

53工。 s ;

)
“ ·“ , 解 ;

纂

盯加

万 刃 乃 刃 畜

、 .了

4.
比J

了̀,

、
!111!!!
护

k
,

( 3 )
. - ;

一 = 1
。

5 0盯
,

R
.

少

图 5
.

3
鱼L _ ,

勺
一 `

口竺泪
`

6

q戈旧书

知加汀汉刀动幼巧件口

川朋以好趁

劝却肠扮发动朋体拓趁加助砚肪好

户J,曰.l一一
龙一̀

.ùk
一k

图 5
.

4 图 5
.

5 鱼生
二

勺

一 1 9一



:,
二杯云 I丽 I岔`十 5

.

6成5 :
,

`
_

争逻些旦理军鲤鹭、 y l
。

1 68 1能
艺 + 5

.

6 5 8即

( 5
.

5

+ 0
.

50 0 7 2杯 1
.

1 68 1习若2 + 5
.

“ 日5 7 二 i

,
6 , 3 2:

)
; , , , ,

{
( 4 )

人
, _ _ .

气一 = 1
。

7 5
,

盯
,

裸
. 。

少

`

,
于dO

.

ó勺
了.、

、 .
!、
`

{
.胜护

.

7 05 2 2 ,

)
k ,

, h ,
.

( 5 )

、 .产曰̀
.

ù合
龟了、

、 .!I
t
,

t护

二杯立
.

i 63 a 3奎2 + 5
.

6 1幼3
,

一 `华塑塑攀尊婴笔+0
.

532 37 杯石丽蔽妙
.

花不厄丽
一 1

\ y 1
.

1 6 3 8 3季
z

+ 5
.

6工2 8 3

k
.

一` 二 2
.

00时
,

k
. .

一
·

一
。 二 ,

二杯 1
.

1 59 5 1套, + 5
.

5 6 59 9
,

q . =
/ 3

.

1 66 66 + 1
.

3 1 9 36奎2
. 。

气 了笋= = 二井= 井共井二 =二 =二共 十 U

\ 丫 1
.

1 59 5 1歹
:

十 5
.

5 6 5 9 9

5 6 5 93杯 1
.

1 5 9 , i聋, + 5
.

56 59 9 一 i
.

5 ,。 7 :

)、
, h

夕 。

作 .q
一 若曲线

,

得到图5
.

3~ 5
.

7
,

由图可看出舀二9时
,

广取极小值
。

q弋犷` q弋旧 `

肋幼肪群勃刀绍肠

岛漆盼汾
,

份流璐翩

“趁勿此好助妇

扣劫肠汉趁加切防伪超助切砚妨以

图 。
·

6

奇
一 ,

,

, ” 图 ,
·

,

夸
一 2

·

。

极过换算求得不同曲率比时双曲扁壳的临界荷裁系数 0C 之值为

k x
/ k
夕 = 工

.

0
,

0C = 0
.

2 8 8 ; k 二 /k y = 1
.

7 5
,

k二 /k少二 1
.

2 5
,

C
o ~ 0

.

2 9 2 ; k二 /k y = 2
.

0
,

k
,

/k夕 “ 工
.

5 0
,

C 。~ 0
.

a o Z ,

利用最小二乘法原理可得 0C 的近似表达式为

场 = 0
.

28 8 + 0
.

0 1 3完+ 0
.

0 3胆
,

c0 “ 0
.

3 1 5 ,

0C = 0
.

3 3 1
.

( 5
.

8 )

式中

“ 一

奇
一 ` ·

` 0 ( 、
` ,

( 5
.

9 )

将式 ( 5
.

8 )代入式 ( 5
,
1 ) 得双曲扁壳临界荷载的实用公式

夕
c r

二 ( 0
.

2 8 8 + 0
.

0 1 3又+ 0
.

03胆 ) E k
x k少h

竺
.

( 5
,

1 0 )

一2 0一



德国 H
.

s亡 h mird〔 J。 ) 通过八个铝制双曲扁壳模型稳定实墩求得的临 界荷载 系数 为 。
.

3 2,

这 相当于

气
.

_ _ 。 二 _ , _

一一~
, ~

. 。 、

一
, . ,

一
` 二 .

六午 = 1
.

8 5时
,

由本文式 ( 5
.

10 ) 抬出的桔果
。

k
二 占

. 。 “ ” J ’
曰一八产 、 、 “ .

占“ 产

叩 曰 川叫
/卜 。

’
.

y

考虑到壳面原始缺陷的存在
,

绷筋混凝土材料及壳面厚度的非均匀性
,

荷栽长期作用及爵算简图与实

际情况尚存在一定差具等因素均可能导致壳体临界荷载的降低
,

在引用式 ( 5
.

10 ) 时尚需引入适当的安全

系数
。

_
,

_
,

二 _
. _

_ .

_ _

二
_ _

.

…
_ _ _

.

_
.

_
.

_ _
_ _ _ .

_
_

二
_ _

.

_ .

_
. `

_ h
,

_

_

苏联组筋混凝土薄壁空简拮构毅爵辞算规程 ( J幻对于球壳的毯定公式规定为`
r

二 0
.

05 E二二二
一
与 oB

。
卜

人
.

~
、

~
矛

脚
’

~ ~ 一~ ~ 一
’
、

` r H ’ , ~
“ ’ “ ’

一
尹

翔
一

~
`

’

J j , ” . 曰 J

” ~
’

~ 产、

~ ~
产 奋 l 口 r “

.
” “ 一 及至 ~ 一 -

一

朋 p 求得的理豁解答 q cr = 0
·

288 E 一

不
一 L。 ’

相比致、 安全 系数豹为 5
·

7
。

根据文献 〔 1幻的解释
,

主要是考

虑棍凝土材料的蠕变与非匀质性
。

不等曲率双曲扁壳的稳定静算公式
,

文献〔1 1〕尚未解决
,

没有相应的规

定条文
。

在我国
“

纲筋混凝土薄壳顶盖及楼盖桔构殷爵箭算暂行规程
”

审舒会栽上
,

与会专家们对不等曲率双

曲扁壳的稳定公式进行了反复的研究与封渝
。

根据上述研究桔果
,

拮合我国巳建工程的实践极歇
,

井考虑

到绷筋混凝土的蠕变与非匀质性
,

以及壳面原始缺陷等因素的影响
,

建蔑双曲扁壳临界荷裁的公式为

夕
c r “ 0

·

0 6 E k x k少h
, 。

( 5
·

1 1 )

式 ( 5
.

10 ) 中的 孟项已被略去
,

因其影响至多只有15 %
,

而且略去后可使枯果更偏于安全方面
。

六
、

模 型 实 脸

模型分 ,
、 。 两咎 共六个` 件

。

“ 为不等曲率双曲扁壳
,

` 件四个
,

叼 k , 一 1
·

5
,

幼一

命
, 丑

粗为等曲率双曲扁壳
,

献件两个
,

k
: 二勺

,
k声二 1 /3 5伪 模型用0

.

cI , 厚黄铜板制成
,

壳体两 个方向的边

长均为30 俐
。

模型壳板最好在冲床上用冲压法制造
,

可保靓壳面几何尺寸准确
,

厚度均匀
。

但由于靓备所限
,

上述

六个模型是用手工制成的
,

除模型 A `
外

,

壳面基本上光滑
、

无明显锤打痕迹
,

几何尺寸一 般符 合毅 爵要

求
,

仅模型凡的曲率略为偏大
。

献教后用卡具对一部分模型壳板的厚度进行了测量
,

厚度基 本 上 是均匀

的
,

正食裴差都在 5 %以内
。

壳板焊牢在加荷殷备盖板的实腹胡边梁上
,

其边界接近为嵌固
,

这样处理主要是为了好作献墩
。

对于

局部失稳简脆
,

壳体开始失稳瞬简的 失稳区域 较小
,

因

此
,

其实际周边边界的影响是不大的
。

壳体加荷歌备 ( 图6
.

1 ) 为绷板制成的 圆形容器
,

直

径90 二
、

高80
c二

,

顶部有一圈圆形垫板
,

上复焊有 模型

壳板的盖板
,

使壳体凸面朝里
,

两者简垫以硬橡皮垫圈
,

摔紧螺栓
,

造成容器的密封状态
。

容器内灌满机油
,

通过

油泵均匀地对壳面施加压力
,

压力值由两个压力表蔺出
。

由于用水作加压的介质
,

在加荷时将引起振动
,

我例未予

采用
。

实墩时对壳面逐渐加大压力
,

壳面位移相应增大
,

可

用事先歌置的百分表萌山 ( 图 6
.

1 )
,

当压 力临近失稳荷

载时
,

将百分表卸去
,

然后继镇增大压力
,

直至壳面突然发生面部凹陷
,

同时伴随以
“
嘟

”
的声响

,

此时

郎认为壳体丧失了稳定
,

壳体发生凹陷瞬简敲得的压力值郎为壳体的临界荷载qc : 。

表 1及图 6
·

2是两祖模型的临界荷载实袅值与理豁值的比较
。

其中
, .

模型人壳面存在着肉眼明显可兄的

略去泊松比
, 时的桔果

。

一么1一



模型临界荷载( k g/
c

解 )亥 1

一

七
一 _

飘
.

{
.

}
,

}
,

,
,

!
。

_

}
。 _

境 石
一

件 } 拄 i { 拄 2 } 几 3 { 几 4 1 . 1 1 ~ 艺

一一一卫一` 一卫一一一一一一己一 牛一一一斗一一一一一- , , 一
实 脸 值 1

2
·

oo }
’

·

’ 0
1

2
·

3 0 … `
·

DZ 1
2
·

0,
{

’
·

8 ,

理 湍 值 】 ’
·

2 4
{

2
·

2 4
}

2
·

2 4 J Z
·

2 4
}

2
·

” 4 } 2
·

3 4

局部凹凸现象
,

实瀚时
,

临界荷载显著降低
。

辞算理翻临界荷载时
,

弹性模量用标准值 E 二 1 x 10 . gk /“ 气

测定桔果与标准值接近
。

份
注必

A 实脸位
x

一 理论值 备 。
一实脸位

夕红一一一一一一一一一一一- 渔幽
切 上奋 之留 艺万 Z刀口

( 。 ) ,户一

斋J U U

(。 ) 、 、 一

裔
图 6

.

2

图 6
.

3 图 6
.

4

图 6
.

3及图 6
.

4分别为模型人及 lB 壳面失稳后之凹陷状态
。

表 2抬出了两粗模型失祖曲面周界半轴长之比及其与理确桔果的比较
。

失德曲面之周界近似为一椭氏 而 B粗懊型失稳曲面之周界近似是一个圆
。

模型失稳曲面周界半轴长比值 a/ b

实教清楚地表明
,

A粗模型之

表 2

AAA 111 A ::: 左。。
B iii

实 教 值

理 蒲 值
1

.

2 3

注 : 模 型 A 4
因原始缺陷影响

,

其失稳曲面呈不规别抉
,

表内未列出其a/ b值
。

一 2 2一



由实瀚枯果及其与理揣精果的比较
,

可初步看出以下几点
:

1
·

实瀚桔果靓实了不等曲率双曲 扁壳失稳曲面之周界可视为一椭圆
,

其半轴长之比与其相应曲率开平

方成反比
。 -

2
.

模型实瀚得出的临界荷载与蚀榆贰算桔果大体上是接近的
。

这靓明苯文提供的爵算理蒲基本上是能

反映实际情况的
。

模型头雌擂界荷峨略为偏高
, 一

估静可能是壳体制作昧曲率偏高所致
。

3
.

壳面原始缺陷的存在将大大降低壳体的稳定性
,

如模型人之临界荷裁只达到模型 lA ~ 几临界荷栽的

51 ~ 60 %
,

因此这是壳体殷静及施工中必须严加注意的一个周超
。

4
.

由图 6
.

3与图 6
.

4看出
,

壳面失稳区域一部分已靠近壳体边界
,

估静这巳不是壳体开始失稳瞬简的失

稳区
,

而是随后扩大了的桔果
。

七
、

桔 确

1
.

对于建筑中常用尺寸的双曲扁壳
,

局部失稳之婚界荷载远低于总体失稳时的上临荷裁
,

因此在毅静

中局部失稳是需要考虑的控制因素
。

2
.

椭圆抛物面双曲扁壳局部失稳区域的周界可砚为一椭圆
。

通过壳体失稳临界荷载豁算的比较及模型

实瀚
,

得出了其半轴长之比可按与相应的曲率开平方成反比来考虑
。

3
.

将壳体失稳区域作为变量处理
,

提出考虑边界处位移变分不为零时的广义伽辽金变分方程
,

用此法

求得了与能量法一致的桔果
。

由于前者的静算常较筒单
,

可以推广应用
。

_
,

_
, , _ _ _ 二

_ 二
`

_
.

…
_

_ _
_

`
.

_ _
_

.

_
.

,
_ _

_ _ _

k
。

4
.

不等曲率双曲扁壳临界荷栽公式的系数不是一个常量
,

而与曲率比有关
。

当于乙 二 1~ 2 ` 兄二 0 ~’
J

~
’ ` 一 、

~
’

“ . J 尹 目
~

矛

”
’

“
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这表明当一个方向曲率保持不变
,

另一方向曲率减小时
,

壳体的筛界荷载将相应地降低
。

本文所研究的简题只是短期荷载作用下的非线性弹性稳定性
,

今后尚须精合材料的特征
,

加荷龄期以

及壳体弹塑性检定等固题进一步进行研究
,

以获得更为完善的研究成果
。
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